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長期記憶過程におけるノイズの有無の検定
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概 要

本論文では� ある変数が長期記憶過程に従うシグナルとホワイト・ノイズに従うノ
イズの和として表されるとした場合に� ノイズが存在するかどうかを検定するための
新たな統計量を考えた。同様な統計量に �������		�
� ����� が考えた統計量がある
ので� モンテカルロ実験によって� 彼らの統計量とここで新たに考えた統計量の性質を
調べた。また� 長期記憶過程に従うことが指摘されている系列に ���	���� ��	���	���
����があるので� 日経 �株価指数の �分ごとのリターンを用いて計算した ��と
�分ごとのリターンを用いて計算した ��に対してノイズが存在するかどうか検定を
行った。
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� はじめに

本論文では� 以下のモデルのもとで� 長期記憶過程にノイズがあるかどうかの検定を考
える。

�� � �� � ��� � � �� � � � � � ���

ここで ����だけ観測可能で� ����はシグナル� ����はノイズである。����の和分オーダー
は ��� � 	 �� 	 �
� であり� ���� は平均 �� 分散 ��� のホワイトノイズ �以下 ���� ����

と略�で� ���� と ���� は互いに独立とする。ただし� 以下 �はパラメータ� ��は真の値と
する。このモデルのもとでノイズがあるかどうか検定するためには� 帰無仮説と対立仮説
をそれぞれ以下のようにすればよい。
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 ���!� ������ は� ���� が"#$%&"��� �� �� の場合の ���の �&検定統計量を導出した。
帰無仮説はパラメータ空間の境界上であるが� �&検定統計量は漸近的に正規分布に従う
� '��()*������ ��+,-� �。
"#$%&"��� �� �� モデルでは� モデルの特定を誤ると一致性を失うことがあることが知

られている。そこで� �をセミパラメトリックに推定する方法に関して数多くの研究が近
年なされてきた。特に� 対数回帰モデルと局所 ������� モデルが代表的である。���式の
検定問題もセミパラメトリックモデルで考えれば� ����に対して短期的な変動の特定化を
避けてより一般的な仮定をおける。./�)0�����1� ����2� は対数回帰モデルを拡張して ���

式の ���� の � の推定を扱い� ���のワルド検定統計量を導出した。ワルド検定なので統計
量の漸近分布は ��� � � で3��� をもってしまう。*/�
��� �� ��� ����-� は局所 �������

モデルを拡張して ��� において � とシグナルの大きさと ��� の比 の推定量の漸近分布を
求めた。本論文では� 局所 ������� モデルは対数回帰モデルとは違い� 目的関数が尤度関
数の形をしていることに着目し� セミパラメトリックな枠組みでの ���の �&検定統計量
を導出した。
また� ./�)0�����1� ����2� ではシミュレーション実験がなされていないので� �&検

定統計量とともにシミュレーション実験を行い� パフォーマンスを比較した。両者とも
���� 	��������� が大きいことが分かった。また� 若干� �&検定統計量のほうがサイズは良
かった。
ボラティリティのノンパラメトリックで精度の高い推定量として 4#������	 5��������6

�以下� #5と略す� が注目を集めている。#5は日中リターンの２乗を足し合わせるこ
とにより求められる。#5には長期記憶性があることが知られており "#$%&"モデル �

"�	����� �� ��� ������ � で定式化されることが多い。#5は� ノイズがない場合は� 日中
リターンの時間間隔を �に近づけることにより真のボラティリティに収束する。しかし�
実際には� 時間間隔を小さくするとマイクロストラクチャーノイズによる影響が大きくな
るというトレードオフの関係にあることが知られている。そこで先行研究では -分ごとの
データが使われていることが多い 。ここでは�日経 ��-株価指数の -分ごとと１分ごと
のリターンを使って #5を計算し� それぞれの #5に対し ���式の検定を行なった。その
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結果� �分ごとのリターンを使って計算した #5のほうが -分ごとのものより多く棄却さ
れた。これは� #5を計算するために用いる日中リターンの時間間隔が短いほど� #5がマ
イクロストラクチャーノイズの影響を大きく受けるという事実と整合的である。
本論文は以下� 次のような構成になっている。まず� �節でモデルを説明し� �&検定統

計量を導出する。2節ではシミュレーションにより統計量の有限標本でのパフォーマンス
を調べる。さらに� 7節では� 日経 ��-株価指数の#5について実証分析を行う。最後に -

節で本論文をまとめるとともに� 今後の課題を述べる。

� モデルと検定統計量

��� 定義と記法

���� ����� ��とする。��� 式で ���� を

�� � ��� ����
�

��� �� �
�
���

������ �2�

とする。���� �
�

���
��� と定義し� � は � で連続� ���� � � であると仮定する。 ここで�

����� ���� のスペクトル密度関数をそれぞれ �� ���� �� ��� とすると�

�� ��� � ��� ���������� ���
� ��� �������� �������
����

�7�

となる。
�7�式のようなスペクトル密度関数を持つものの例としては� 次の "#$%&"��� �� ��モ

デルが挙げられる。
8������ ����� � 9����� �-�

ここで� �はラグオペレータであり�

8��� � �� ���� � � � � �	�
	� 9��� � �� ���� � � � � �
�




は ��� � � に対して 8��� �� ��9��� �� � である。��
� 	 � ならば反転可能� � 	 �

� ならば
定常である。また� � 	 � ならば長期記憶性を持つ。
� が � の近傍における滑らかという仮定 �詳細後述�をおくと� ���� のスペクトル密度

関数 ����� は �	 � で �

����� � ����
�

�� ��� �
���
��


 �� ����
������ � �����

�

� �:�

と近似できる。ここで�

�� �
���

���� ���
�;�
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である。
任意の系列 ���� に対して �� � ���
�� � � �� � � � � � での離散フーリエ変換とピリオド

グラムを以下のように表記する。

��� � �����
����

��
���

���
����� � ��� � ���� ��

以下では <�� <�は推定値� ��� �� は真の値� 何もついていない場合はパラメータを表すこ
ととする。

��� 局所������	モデル

*/�
��� �� ��� ����-� による局所������� 尤度関数は�

< ���� �� � ��(

�
�

!

��
���

���� ���

� � �����

�
�
�

!

��
���

��(������ �� � ����� �� �,�

で与えられる。ここで� !は ! � ��� � 	 " 	 � である。�:� 式の近似を使い� 原点付近
で������� 尤度を評価したものである。
なお� �,�で � � � とすると #�=�������++-� の >�/����� .�3�1���3����� ����3����

�以下 >.�と略�に帰着する。>.�はノイズのない場合は " 	 ��, で
�
!一致性をも

つ。それに対し� ?���� �� ��� ����:� などで示されているように� ノイズがある場合は
���

����� 	 " のときに � �
!

����
� <�� ���

	��	 ��#����　 �+�

ただし� #����は �� の関数で正の値をとる� となり�
�
�
�

���� のオーダーで � に比例する
�言い換えるとノイズの大きさに比例する�負の =���に支配されてしまう。*/�
��� �� ���
����-�は �,�式のように � も推定することにより� =���を取り除いた。

��
 ��検定統計量

以下� */�
��� �� ��� ����-� と同様の仮定をおく。

仮定 � � は @��� �A 上で可積分� ����� � ���� である。ある $ � ��� �A� % � ��� �A� & � �

が存在して � � @�$� $A ならば

������ ����� � &���������� � % � ��� �A ����

������ ����� ���� � &���������� � % � ��� �A ����

をみたす。
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仮定 � 　 ���� は 3�����(��� 	�B������ 系列で� すべての � に対して '@��
� A � &� 	 

かつ'@��
� ������ ( 	 ��A � � )�(�

仮定 2 �/1�'@�
�
� A 	

仮定 7 ! は非減少列で� ある任意に小さい Æ � � に対して�

��3
���

�!�������Æ���
�

� ����!���� ��(��!�� � � ����

をみたす。

仮定 - % � ���

仮定 � において� 例えば� ���� が "#$%&"過程の場合は % � �である 。仮定 7 にお
いて� ! � �� とすると�

7��

7�� � �
	 " 	

�%

�% � �
��2�

である。% � � のときは " 	 ��,である。" の下限は� �+�式と関連していて� � の識別
に必要な仮定である。例えば �� � ��-� ��7� ���- に対してそれぞれ ��:::;� ��:�-2� ��- で
ある。
次に� �&検定統計量を求める。��� の検定は�� � � � � 
�� �� � � � � と同じであ

る。
�,� より

!
< ���� ��

*�

					
��

�

��
���



��

��
� � �

�

��
��� �

� ��
�

�
��

��
� ���

�
�

��
��� �

� ��
� ���

��7�

となる。+�

� � !���?��(��� ���
�

� � とする。*/�
��� �� ��� ����-� の 0��1������� 7�� よ
り� !+���� < ����� ���	 ���C���

C� �

�
7 � ���

	�����
�

� ���

	�����
�
����

	�����
�	�����




であり� 畠中 ��++:� 1��:7 より

� ),

�
!
< ���� ��

*�

					
��

�
� !���

�

� �C��� � C���C����� C���� � !���
�

�

�:���

�� � ������� � 7���
��-�

である。
以上から �&検定統計量は

�- �
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��
� � �

�
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��� �

� ��
�

�
��

��
� ���

�
�

��
��� �

� ��
� ���

��
!��

��
� �: <��

�� � � <����� � 7 <��

����

��:�

と求まる。帰無仮説のもとで� 漸近的に� �- 	 ��� �� となる。
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�� ������������ の検定統計量

./�)0�����1�����2� の検定統計量は以下のとおりに計算する。�:�式の �� を ���� の
ピリオドグラムに置き換えて両辺の対数をとると非線形対数回帰式が得られる。その平
均二乗誤差

.��� �� �
�

!

��
���

�
���( ��� � �

!

��
���

��( ����

������( �� � �

!

��
���

��( ���� ������ � �

!

��
���

���� �

�� ��;�

を最小にする �� � を求める。そして� �の �値

�� �
�
!��

��
�
<�
/� <��� ��,�

で �検定すればよい。ただし /��� � �����������
�
�7�� ��
+: である。�� は帰無仮説

のもとで� 漸近的に� �D�の確率で �になり� �D�の確率で負の部分を切断した標準正規分
布になる。

� シミュレーション実験

次に� 以下のモデルから生成したデータを用いて� ��2節で提案した新たな �&検定統計
量と ��7節で説明した ./�)0�����1�統計量の有限標本でのパフォーマンスを分析する。

�� � 0� � ��� ���� � �+��� ����� � � �� � � � � 1

��� ������ ���0� � ��� ���/�� �/�� � �+��� ��
��+�

ただし� 1�-��� ���7� ��7, とし� ����回の繰り返しによりサイズと検出力を計算した。
検定のサイズは -Eとした。
表１は � � � � �� ����式の " � ��;- の場合の �&検定のパフォーマンスである。

��� � � はサイズ を� � でないところは名目検出力を表す。1 が大きくなると検出力は上
がるが� ��� に対して単調増加になっていない。 ���!������� でも同様のシミュレーショ
ン結果が報告されている。これは� ノイズ が大きくなり過ぎるとシグナルの推定が困難
になるからであると考える。以下の実験ではすべて 1 � ��7, とした。
表 �では� 表 �で ��� � ��-� �� のときに� >.� ��,�式で � � �� での �の =���について

調べたものである。表 �では� =��� が大きいのは "が大きいとき� ��� � ��のときであり�
これは �+�式と整合的な結果である。表 �で検出力が単調増加しないことを指摘したが�
検定をして帰無仮説が棄却されない場合� " をいくつか変えて>.�で �を推定し� "が小
さいところより大きいところのほうが推定値が極端に小さければ� そのことは� ノイズが
小さいからではなく大きすぎるからだということの目安にはなる。

:
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表 2� 7では �&検定統計量と ./�)0�����1� �.0� 統計量を比較した。� � � � � とし
た。表 2では漸近的に正しい名目 -E棄却点 ����:7�を使い� サイズと名目検出力を調べ
た。表 7では実験で求めた経験 -E棄却点を使い� サイズ調整済み検出力を調べた。若干�
�&検定統計量のほうがサイズは良さそうであるが� 大幅に優れているとは言えない。ま
た� "� � それぞれ大きいほうが検出力は大きい。
表 -�:では�� � の値を変えて�&検定� .0検定のサイズをそれぞれ調べた。� � ��7� " �

��;- とし� �� � はそれぞれ ����,����7������ ���� ��7� ��,� とした。これらの表から� � が
大きいほど��が小さいほど帰無仮説を過剰に棄却し� � が小さいほど� �が大きいほど過剰
に受容することがわかる。特に�が大きいときの ���� 	��������� が大きいことがわかる。
以下では� この場合についてみていく。表 ;では"とサイズの関係を調べた。" � ��;-� ��;
とした。 " が大きいと ���� 	��������� も大きいことがわかる。表 2�7の結果も合わせる
と� " を大きくすると検出力は大きいが� ���� 	��������� も大きくなるというトレードオ
フの関係にあるといえる。
表 ,では� " � ��;-� � � ��7 かつ � � ���,����7������ �� ���� ��7� ��, の場合におけ

る� 帰無仮説での局所�������モデルの � の推定量の =���� ����	��	 ������.�� を調べた。
� � ��, のときの �の推定値は � に近い値をとっており� その結果� �&検定統計量 ��:�

式の分母の値が不安定になっていると考えられる。�:�式では原点の近傍において� ����
のスペクトル密度関数は �� ��� で一定と近似しているが� 有限標本においてはその近似誤
差により �の =���が生じる。�が大きいときは高周波部分が強くなるので� 負の =���が
大きくなる。表 +では � � ��,のときの �の =���を調べた。"を小さくすると� �� ��� で
一定とした近似がより妥当になるので� =���は小さくなる。
表 �と表 +で� "と �の =���の関係が似ており� 区別が難しい。このような場合は判断

を控えざるを得ない。

� 実証分析

ここでは� 日経 ��-株価指数 #5の対数値 ���31�� ���� � �7;:� �++: 年 2月 ��日から
���:年 2月 2�日まで � に対してノイズの検定を行なった。まず� #5の定義� 計算方法に
ついて以下で少し述べる。
第 �日の日中の �個のリターンデータ �,�� ,������ � � � � ,��	���
���が与えられたとき� そ

れらをすべて２乗して足し合わせた

2�� �
����
���

,������　 ����

を第 �日の #������	 5�������� �#5� という。資産価格の対数値 ��3 �(�が

� ��3 �(� � &�(��(� ��(��� �(� ����

;
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に従っているとする。ここで� ���� はウイナー過程である。すると� 第 �日の真のボラ
ティリティは

��� �

� ���

�
���(��( ����

で定義される。
����式で定義される #5は� � 	  とすると� ��� に確率収束するので� �が十分大き

いなら� 2�� は真のボラティリティ��� の精度の高い推定量となる。ただし� �を大きくす
ると#5に含まれるマイクロストラクチャーノイズ �非同時取引� =�	)��! =�/���� 無取引
など� の影響が大きくなることが知られている。そこで� 先行研究では -分ごとの価格を
使って #5を計算しているものが多い。なお� F��	�)#/����� ����7� ���:� は平均 �乗誤
差 �3��� �G/��� ������を最小にする時間間隔を選択する方法を提案している。
本論文では� 日経 H��?.ティックデータを用いた。そこには� 日経 ��-の +���から前

場の終わりまでと ���2�から後場の終わりまでまでの �分ごとの価格が記録されている。
そこで� -分ごとのリターンを使った2� � に加えて �分ごとのリターンを使った2� �も
計算した。前場の終わりは ������ 後場の終わりは �-���であるが� 取引された時刻でなく�
日経 ��-が計算され送信された時刻が記録されているので� �����や �-���を超える時刻が
記録されていることが多い。ここでは� �����の価格には前場の終値を� �-���には後場の
終値を用いた。また� 夜間 �前日の �-���から +����や昼休み ������から ���2��は取引時間
外であるので� -分ごとや �分ごとのリターンは得られない。夜間のリターンは +���の価
格の対数値と前日の終値の対数値の差をとり ��� 倍することにより計算した。昼休みのリ
ターンも同様に計算した。そして� 前場の +���� +��-� � � � ������と後場の ���2�� ���2-� � � � �

�-���を -分ごとの価格として取り出し� その対数階差を ���倍することにより - 分ごと
のリターンを計算し� それらの � 乗と夜間・昼休みのリターンの �乗を足し合わせること
により2� � を計算した。同様に �分ごとのリターンを計算し� それらの � 乗と夜間・昼
休みのリターンの �乗を足し合わせることにより2� �を計算した。
次に� 検定についてである。ここでは� ���2��� を ���式の��� ����

�
� �を ���の ��と考え

ている。���2���はリターンの時間間隔が �ではないことによる誤差 �F���	��B)H������)

.��1���	�������やマイクロストラクチャーノイズにより� ������ �から乖離する。そこで�
それらの差 ���2���� ������ �を ���式の誤差項 ��としている。
��はF���	��B)H������).��1���	������や F��	�)#/����� ����7� ���:�ではホワイトノ

イズと考えらてれる。#5や#5の対数値には長期記憶性があることが知られおり� そのモ
デル化には"#$%&"モデルがよく用いられている �"�	����� �� ��� ������� '��13�� ��

��� ����-�� 渡部)佐々木 ����:�� 渡部 ����;��。このことと ��はホワイトノイズであること
と合わせると� ������ �は長期記憶過程に従っている可能性が高い。なお� �

�
� あるいは ����

�
� �

が長期記憶過程に従うような ��(��の確率過程としては� $��������� I�������)J����=��!
過程（��3��)#���/����++:� �++,�� が挙げられる。
表 ��)�� は ���2� ��� ���2� ��に対してそれぞれ検定を行った結果である。�が ��-を

超えているが� トレンドが無いときは� � 	 ��;- の場合まで適用可能である。-E� ��E で
棄却されることをそれぞれ �� � と記す。表中の � は� �&検定では�� � .0検定では��

,
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での推定値である。表から �&検定� .0検定ともに ���2� ��のほうが帰無仮説がより多
く棄却されていることが分かる。表 ��は ���2� ��と ���2� ��の>.�の �の推定値であ
り� 表 +のような問題はおきていないと考えられる。
ノイズがないという帰無仮説が棄却されているのは� #5の計算に用いた日中リターン

の時間間隔が �ではないこと� 昼休み� 夜間のリターンの時間間隔が長いこと� またマイク
ロストラクチャーノイズが存在することなどから� #5 が真のボラティリティに収束して
おらず� ノイズを含んでいるためであると考えられる。#5の計算に用いる日中リターン
の時間間隔を短くすると� #5はマイクロストラクチャーノイズの影響を強く受けること
が知られており �F��	�)#/����� ����7� ���:��� ���2� ��より ���2� ��のほうがより多く
棄却されているのは� それと整合的である。

� まとめと今後の課題

セミパラメトリックモデルである局所������� モデルを用いて� 長期記憶過程にノイズ
が含まれるかどうかの�&検定統計量を導出し�シミュレーション実験を行い ./�)0�����1�

�.0� 検定統計量と �&検定統計量を比較を行なった。
また� 長期記憶過程に従うことが指摘されている系列に #5があるので� 日経 ��-株価

指数の -分ごとのリターンを用いて計算した#5と �分ごとのリターンを用いて計算した
#5に対して �&� .0検定を行った。
本論文では� ���式のノイズには自己相関がなく� またシグナルとも無相関であると仮定

した。しかし� *�����)�/�	� ����:� は#5に含まれるマイクロストラクチャーノイズが
自己相関を持つ場合や真のボラティリティと相関を持つ場合についても分析を行っている
ので� 今後の課題として� こうした仮定をはずした場合への拡張は重要である。また� ���
式で � が非定常な場合へ� ��1����(�5��������+++�� */�
����������を利用することなど
により ��2�式をみたす範囲で拡張することも検討の余地がある。
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表 �� � � � � ��! � ����� のときの �&検定のサイズ と 検出力 �E�

サイズ 検出力

����� � ��- � - �� ��

 �-�� 2�;� ,�+- ���;- �-��� �2�;- �,�2�

���7 7�+� ���-� �+�:� �+�:� �:��� �+�,�

��7, -�;- �;��� �;�+- -���- 7-�:- 27�2�

表 �� ノイズの大小による>.�での �の推定 =���

" ��;- ��; ��: ��- ��7

��� � ��- ����-�2 ����2+2 �����2; �����:+ �����--
�� ���2�;- ����+�, ������2 ������2 ����;+:

表 2� サイズと名目検出力 �E�

サイズ 検出力

�
�

�
� � � �� �

� �

�#+� �#, -. �#+� +#/� ��#�� ,�#0� �,#��
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�#� -. ,#0� �#�� �#0� �#0� �#��

�� 0#1� �,#,� �+#�� ��#,� 1#0�

�#+ �#, -. ,#�� ��#0� �,#� ��#�� +#�

�� �#1� ��#� ��#,� ��#1� /#��

�#� -. �#�� +#,� 1#,� ��#1� �#/�

�� 0#� �#0� �,#+� ��#� /#,�
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表 7� サイズ調整済み検出力 �E�

�
�

�
� � �� �

� �
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�� ��#,� ��#� ��#/� +#/�

表 -� "#$%&"��� �� �� のときの �&検定のサイズ �E�

� ���, ���7 ���� ��� ��� ��7 ��,

� � )��, :�-- ,��� ���,� �+�7- 7��:- ,2�2- ������
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表 :� "#$%&"��� �� �� のときの .0検定のサイズ �E�

� ���, ���7 ���� � ��� ��7 ��,

� � )��, 2�,� 7�+� ;�-� �-�:- 2,�,� ;;�+- ���7�

���7 ��;- 2�,� -�-� ���7- 22�-- ;7�;� �7�2-
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表 ;� "とサイズの関係

� ���, ���7 ���� ��� ��7 ��,

"

��;- �& ��+- ��;� ��+- �+�-- :7��� ������

.0 ��-� ��,� ��;� �:��� -,��� 2��;�

��; �& ��2- 2�7� 2�+� +��- ���,� +,�,�

.0 ��+- ���� ��2� 7��- �;��� +7�,�

表 ,� �を変化させたときの局所�������モデルの �のパフォーマンス

� ���, ���7 ���� � ��� ��7 ��,

=��� ����- ����� ����2 �����2 �����+ ����,2 ���2:-
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表 +� � � ��,のときの �の =���

" ��;- ��; ��: ��- ��7

=��� ���2:- ����+� ����7� ����-� �����,

表 ��� 日経 ��-株価指数の ���2� ��の検定結果
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表 ��� 日経 ��-株価指数の ���2� ��の検定結果
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表 ��� ���2� ��と ���2� ��の>.�の �の推定値
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